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|. Contexte
Modélisation des assemblages rivetés

ﬁ Domaine aéronautique / Sécurité (passive) des usagers

_
@E; Jumeau numérique prédictif

Problgme
o O Multi-éghelle
Modélisation fine o
(classique)
O o .
- Assemblages rivetés : concentrations de
: O i contraintes ! structure compléte !
ol Initiation et propagation de la rupture
Modélisation .
— O P
multi-echelle o |:> Rendre les calculs possible @
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|. Contexte
Super-element perfore

frontieres
i = Nq

Champs a l'intérieur
. u = Nc T = Pc

Maillage fin Maillage intégrant le

s Super-élément perforé
super-élément

Formulation de super-élément perforé : principe Hybride-Trefftz Déplacement

Variational principle Matrice de rigidité
1 ~ K. = LIH;'L,
Il = —f TiuidS - f TiuidS + f (ﬁl - ui)TidS

2 .
S S, SuUS; ol He = |,

s PTNdSetL, = [, PTNdS

S

Champs de déplacements aux

Solution de Kolosov-Muskhelishvili

s 3 C, o ON
e /L/_E&l LAMIH ~ politechnique U JDD SNA, 30 et 31/03/2026

i THE FRENCH AEROSPACE LAB UMR CNRS 8201 HAUTS-DE-FRANCE Haute-de-France



|. Contexte
Problématique scientifique

En non linéaire, il n’existe pas de
solution analytique analogue a celle de
Kolosov!

u = Nc T = Pc
Relation entre les champs via un méme vecteur
de coefficients inconnus c

Super-élément limité a I’élasticité linéaire

—
?
——

.

Situation d’impact : fortement non
linéaire!

Objectif :

Etendre la formulation de ce super-élément afin d’intégrer des comportements matériels non linéaires

FRANCAISE e Polytechnique ,
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Il. Démarches et résultats

Voie 1: Méthode d’homogénéisation
E ¥ [Lhom  Formuler une loi de comportement
homogénéisée d’'une plaque perforée

(Homogénéiser par TFA ou Mori-Tanaka)
* * * —_— @ * Relocalisation avec les relations de localisation
g numerique TFA

& ' : . Efficacité démontrée pour les calculs d’élasticité linéaire
e Matériau homogéene Article Computers & Structures, soumis

[ 6 [ Voie 2: Elément Hybride-Déplacement — Proper Orthogonal
QO Decomposition (POD)
O .
) | N
u= Nc —u=> ¢,
=1

Analytique
. . . CJ boD

X v

Présentation Substituer la solution analytique par une solution numeérique en utilisant des
centrée sur cette techniques de réduction de modeéles (POD, PGD, etc.)
voie Nguyen, P.V.K,, et al., 2026. A Hybrid-Displacement POD-based finite element formulation:

Application to a linear elastic perforated plate. Finite Elements in Analysis and Design 257, 104552.
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Il. Démarches et résultats
Super-élément Hybride-Déplacement — POD perforé — élasticité linéaire

Construction d’une base réduite par la méthode POD pour la formulation d’un super-élément Hybride-Déplacement
Méthode POD:
* Matrice « snapshots »

Génération des snapshots

_ Domaine de calcul
X =[xD,x@ x®  x®  xM)

7 . AN ! 7 ;
* Base réduite e ;
M N SN\ 1777 1
L1 \\ //;,
N ™ 41 L L1s
X = Z $jaj=Pa (ouM <N) N o A ::2
j=1 N ul > /T T
) : L1 /H - I -
Intégration avec le super-élément: H T T A
Déplacements ET contraintes sont tous deux nécessaires g A g5 \:S
[ (O HH N TAEY §:
u1 7 //// /” rT‘T\ \\ \\\ ? y\x@y\‘/\/\v\’\vt\\v’\\ TN I\
®H T
0'1 T
X(i) _ . dom
0 Fleches rouges : déplacements imposés aux huit nceuds (coins
UNnoeuds et milieux des arétes) du domaine.
01(\;) Fleches bleues : interpolation quadratique des déplacements aux
- ds- Y
noene autres nceuds de la frontiére
Ex . . X
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Il. Démarches et résultats
Super-élément Hybride-Déplacement — POD perforé

Construction d’une base réduite par la méthode POD pour la formulation d’un super-élément Hybride-Déplacement

Calcul des modes POD

10°
(0]
B 10
(0]
C
b 8
O
2 10
k]
T‘é 12
L 10

10718

0
Modes POD
\ Critere d’énergie /
Y OxxNy + Oxyly
u=9>o,a o=>.a = [ = dra
u o OxyNy + OyyNy T
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Il. Démarches et résultats
Super-élément Hybride-Déplacement — POD perforé

Formulation analogue

Reconstruction des champs a I'intérieur du domaine

Champs a l'intérieur

u=>o,a T = &ra Systeme linéaire

Aa=Db

Champs de déplacements
aux frontieres

* b : déplacements et/ou contraintes sur la frontiére
« A : fonction POD &, et/ou &, sur la frontiere

i= Nq * a: vecteur de coefficients
_ o Résolution en utilisant la méthode des moindres carrés
Matrice de rigidite ATAa = A™Tb
K. = LiH: 'L, Calcul les champs a lintérieur

. u=3>o,a c=>oa
ou

H. = [, ®{NdSetL, = [, ®{NdS
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Il. Démarches et résultats
Application — plaque perforée en élasticité lineaire

Méthode
Cas test = EF (Q8) homogénéisation Super-élément - POD
_° o Q4R) (Q8)
o ° o
#
o
E(MPa) 74000
% 0,3
L X Ly, (mmxmm) 140 x 140 i it
B H
a (mm) 2 gos Ny
Il Gmm) L FHHHES
EX C . . (92N
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Il. Démarches et résultats
Application — plaque perforée en élasticité lineaire

Résultats numériques

400
)
&
< 200
g
EF (Q8)
0 TFA 389
0 m/2 A 3m/2 2m MT-TFA 394
9 (rad) SE-POD 365

Comparaison des champs de contraintes von Mises
obtenus a partir de la solution EF (—) et des solutions
obtenues a partir de la méthode d’homogénéisation TFA
(+), Mori-Tanaka - TFA (o) et du super-élément POD (— ).

Comparaison des propositions en terme de précision (estimation
de contraintes) et de temps de calcul.

. Max(oym) Ecart relatif Temps de
(MPa) €4)) calcul (s)
379 - 40

2,9 300
4,0 0,2
3,7 1

e ONERA N | AMIHS Gl I

UMR CNRS 8201 HAUTS-DE-FRANCE Hauts-de-France

JDD SNA, 30 et 31/03/2026 11



Il. Démarches et résultats
Discussion: choix de formulation SE-POD

Choix des points de données du champ dans le vecteur de
snapshots

Principe Hybride-Déplacement : Relation entre les champs -
via un méme vecteur de coefficients inconnus Mo =Tq =T
* n, : nombre de coefficient inconnus

» En linéaire : déplacements ET/OU contraintes = Relation - n, : nombre de ddls du super-élément (8*2 = 16)

Modes a inclure dans la matrice de rigidité et dans la
reconstruction

linéaire (¥, = DB®;) + r: nombre de modes de corps rigides (2D: r = 3)
* En non-linéaire : Pas de relation linéaire entre
déplacements et contraintes Intégration numérique (nombre

Taille du domaine de calcul pour la construction de la base de points de Gauss par cote) Taille du SE - POD

POD ;
- \ 15
7 8 [ -
4.5 ll‘ » \ 10 "
\ = 8 — \
= Y = = Y
% 40 ® e @--mmmmen y SRR, - = D
e oo L ) 4 5 ..
5 e
3.5 ““o---_
2L— - - - - - e e
3 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0
G 8 10 12 14 16 18 20 Number of Gauss points/side 2 1 6 8 10
Liom/a Lsgp/a
Ex \ C . . X
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Il. Démarches et résultats
Discussion: choix de formulation SE-POD

Prise en compte des formes non circulaires

800

600

400

200

0
EF

Flexibilité: plus besoin de solution analytique!

800

600

400 ’

200

SE-POD Ecart |oty — o7,

Ex ~ Ce ON
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Il. Démarches et résultats

Extension aux calculs non-linéaire de matérielles

Méthode d’homogénéisation
Etendre les relations de localisation au domaine non-

linéaire
N
g =AE+ z D,: el
s=1
Linéaire Non-linéaire
N
6, =B I+ ZFrS:LS:siS“
s=1
Oou:

- D, F5: tenseurs d’influence
- Lg: tenseur d’élasticité
£: tenseur de déformation inélastique

Dvorak, G.J. (1992). Proc. R. Soc. Lond. A 437, 311-327.

Super-élément Hybride-Déplacement — POD
perforée

Créer une base POD enrichie, basée sur une
stratégie de décomposition en modes élastiques et
inélastiques

u= [{Dli q)z,...,q)ls, ¢16:---:q)n]

J

Modes élastiques  Modes inélastiques

Hernandez, J.A et al. (2014). CMAME 276, 149-189.
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Ill. Conclusions et perspectives

Conclusions :
Méthode d’homogénéisation
» Proposition et validation des approches d’homogénéisation TFA et Mori—Tanaka en élasticité linéaire,

» Réduction significative du colt de calcul grace a la théorie de Mori-Tanaka par rapport a la TFA seule,
» Reésultats acceptables obtenus par les deux approches pour le probléme de la plaque perforée linéaire.
Super-élément Hybride-Déplacement — POD perforée

» Proposition d’'une approche alternative pour la formulation d’'un super-élément perfore,

» Validation numérigue confirmant les résultats EF de référence

Perspectives :

> Evaluation matériellement non-linéaire de I'approche combinée Mori—Tanaka—TFA et formulation d’un super-élément
basée sur une base POD élastique—inélastique,

» Rédaction d’article et rédaction de manuscrit de thése
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Annexe
Méthode d’homogénéisation - élasticité linéaire

Approche homogeénéisation intégree Définition des tenseurs de localisation
VER = matériau a deux phases : une phase solide, et une
L b((\@({:\é\g@ phase souple simulant le trou (E = 10~> MPa)
NI - . .
/ (z,((\og — Numeérique Semi-analytique
E (ou X) O X (ou E) Transformation Field Analysis (TFA) Mori-Tanaka
\l/ /]\ N sous-volumes 2 sous-volumes
(1) Localisation (3) Homogenéisation
g =A.E Z=YNcO0;
(OU Gr = Br: z) (Ou E = ZIN=1 CI'GI')
(2) Intégration B
g (ouo,) —> —> o, (oue . :
r (ou ) o, = f(&) r (OU &) Reconstruction des champs ~ Réduction du temps de
A,, B, tenseurs de localisation. locaux &, et o, calcul
Les tenseurs ne dépendent QUE de la géométrie du VER et Ngcessité d’'un grand nombre  MPOssibilité de reconstruire
des propl‘iétés du matériau élastique de sous-volumes — trop cher precisement les Champs

= A calculer une seule fois (étape « offline ») locaux & et o,

FRANCAISE e Polytechnique
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Annexe
Méthode d’homogénéisation — élasticité linéaire

Approche combinée Mori-Tanaka - TFA

Homogénéisation
Mori-Tanaka Relocalisation
TFA numérique

E (ou X) X (ouE)
(1) Localisation 3) Ho_mogenelsatlon Champ.s Champs locaux

£, =A;,E L =)C1,01, macroscopiques ——> e ot o
(ou oy, = B;,:X) (OUE = }.¢1,2072) EetX ' '

\L (2) Intégration /]\ Relation de localisation en

€12 (0U 012) E 01, = f(e12) > 012 (0U ) utilisant les tenseurs numériques
& =ALE o, =B X
EX C . . (92N
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